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΄Ασκηση 1. Να εξετασθεί αν οι παρακάτω απεικονίσεις ορίζουν εσωτερικό γινόµενο στον

R-διανυσµατικό χώρο Mn×n(R) των n× n πινάκων:

〈−,−〉 : Mn×n(R) × Mn×n(R) −→ R, 〈A,B〉 = det(A ·B)

〈−,−〉 : Mn×n(R) × Mn×n(R) −→ R, 〈A,B〉 = Tr(A ·B)

〈−,−〉 : Mn×n(R) × Mn×n(R) −→ R, 〈A,B〉 = Tr(A+B)

〈−,−〉 : Mn×n(R) × Mn×n(R) −→ R, 〈A,B〉 = det(A+B)
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΄Ασκηση 1. Να εξετασθεί αν οι παρακάτω απεικονίσεις ορίζουν εσωτερικό γινόµενο στονR-διανυσµατικό

χώρο Mn×n(R) των n× n πινάκων:

〈−,−〉1 : Mn×n(R) × Mn×n(R) −→ R, 〈A,B〉1 = det(A ·B)

〈−,−〉2 : Mn×n(R) × Mn×n(R) −→ R, 〈A,B〉2 = Tr(A ·B)

〈−,−〉3 : Mn×n(R) × Mn×n(R) −→ R, 〈A,B〉3 = Tr(A+B)

〈−,−〉4 : Mn×n(R) × Mn×n(R) −→ R, 〈A,B〉4 = det(A+B)

Λύση. (1) : Για την απεικόνιση 〈−,−〉1 η συµµετρική ιδιότητα του εσωτερικού γινοµένου ισχύει αφού

〈A,B〉1 = det(A · B) = det(A) · det(B) = det(B) · det(A) = det(B · A). ΄Οµως γνωρίζουµε από

τη Θεωρία Οριζουσών ότι γενικά δεν ισχύει ότι det(A + B) = det(A) + det(B) για πίνακες A,B ∈
Mn×n(R). Εποµένως η απεικόνιση 〈−,−〉1 δεν είναι εσωτερικό γινόµενο διότι ανA1, A2, B ∈ Mn×n(R),
τότε γενικά:

〈A1+A2, B〉1 = det((A1+A2)·B) = det(A1·B+A2·B) 6= det(A1·B)+det(A2·B) = 〈A1, B〉1+〈A2, B〉1
Για παράδειγµα, έστω

A1 =

(
1 2
0 1

)
, A2 =

(
−1 0
−3 2

)
και B =

(
3 2
1 −2

)
Τότε εκτελώντας τους πολλαπλασιασµούς ϐρίσκουµε ότι

〈A1 + A2, B〉1 = det(A1 ·B + A2 ·B) = det

(
2 −4
−6 −12

)
= −48

ενώ

〈A1, B〉1 + 〈A2, B〉1 = det

(
5 −2
1 −2

)
+ det

(
−3 −2
−7 −10

)
= −8 + 16 = 8

(2) : Για την απεικόνιση 〈−,−〉2 έχουµε :

•
〈A,B〉2 = Tr(A ·B) = Tr(B · A) = 〈B,A〉2

•
〈A1 + A2, B〉2 = Tr((A1 + A2) ·B) = Tr(A1 ·B + A2 ·B)

= Tr(A1 ·B) + Tr(A2 ·B)

= 〈A1, B〉2 + 〈A2, B〉2

〈λA,B〉2 = Tr(λA ·B) = λTr(A ·B) = λ〈A,B〉2
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• Για να είναι η απεικόνιση 〈−,−〉2 εσωτερικό γινόµενο ϑα πρέπει να ισχύει και η τελευταία

ιδιότητα, δηλαδή 〈A,A〉2 = Tr(A2) ≥ 0 και 〈A,A〉2 = 0 αν και µόνο αν A = 0. ΄Εστω ο

πίνακας

A =

(
0 −1
1 0

)
Τότε 〈A,A〉2 = Tr(A2) = −2 < 0 και το Tr(A) = 0 ενώ ο πίνακας A δεν είναι ο µηδενικός.

΄Αρα η απεικόνιση 〈−,−〉2 δεν είναι εσωτερικό γινόµενο.

(3) : Για την απεικόνιση 〈−,−〉3 παρατηρούµε εύκολα ότι δεν ισχύει η τελευταία ιδιότητα. ΄Εστω ο

πίνακας

A =

(
−1 1
0 −1

)
Τότε 〈A,A〉3 = Tr(2A) = −4 < 0 και άρα η απεικόνιση 〈−,−〉3 δεν είναι εσωτερικό γινόµενο.

(4) : Για την απεικόνιση 〈−,−〉4 παρατηρούµε πάλι ότι δεν ισχύει η τέταρτη ιδιότητα. ΄Εστω ο πίνακας

A =

(
−2 4
0 1

)
Τότε 〈A,A〉4 = det(A+A) = −8 < 0 και άρα η απεικόνιση 〈−,−〉4 δεν είναι εσωτερικό γινόµενο. 2

Παρατήρηση. Για τις παραπάνω απεικονίσεις, εκτός της 〈, 〉2, υπάρχουν και άλλες ιδιότητες, εκτός

αυτών που αναφέρθηκαν στην Λύση, οι οποίες δεν ικανοποιούνται.


